Prof. Dr. C. W. Cryer WS 95/96

Mathematik des Herz-Kreislaufsystems

Aufgabe 1
Verifizieren Sie, dal die Funktion
myg

V.
x(t) = e (1 —coswt) + ” sinwt,

mit w = /K /m, tatsachlich das AWP
mi =mg— Ka, 2(0) =0, 2(0) =V

lost.

Aufgabe 2

Berechnen Sie den Energiebedarf in kcal einer Person der Masse 70 kg zur Erklimmung
eines 2000 m hohen Berges, bei einer “Energie-Verwertungsrate” von 30%. (D. h. nur 30%
der durch die Nahrung aufgenommenen Energie wird in kinetische Energie umgewandelt,
der Rest wird in Form von Warme etc. abgegeben.)

Aufgabe 3
Es sei durch @ C R? ein starrer, homogener Korper der Masse m gegeben. Fiir sein
Massentragheitsmoment beztiglich einer Rotationsachse S gilt die Formel

m
Is = —/dist x,S)dx
] Jo 1)
wobel dist(x,S) den Abstand von « € Q zu S angibt.

1. Berechnen Sie [ fir einen dinnen Stab der Lange /, wobei die Rotationsachse
senkrecht zum Stab steht (in der Zeichnung senkrecht auf dem Blatt; siehe Abb.

1).
Zeigen Sie, daB [s = Is, + ma?, wobel Sy die Achse durch den Schwerpunkt des
Stabes und a den Abstand von Sy nach S bezeichnen.

2

2. Berechnen Sie /s flir den Fall einer dinnen Kreisscheibe mit Radius /, wobei die
Rotationsachse senkrecht zur Kreisscheibe durch ihren Mittelpunkt geht (Abb. 1)



Abbildung 1: Aufgabe 3
Muskelkraft = 2

Oberschenkel

Unterschenkel

resultierende Kraft = 0.17 N

Fuf3gelenk

Abbildung 2: Aufgabe 4

Aufgabe 4

In Abbildung 2 1st die schematische Darstellung eines Heuschreckenbeins wahrend der
Sprungphase gegeben. Beobachtungen ergaben eine resultierende Kraft vom Betrag
0.17 N. Berechnen Sie den Betrag der Kraft, die dazu vom Oberschenkelmuskel ausgetibt
werden mufl. Vernachlassigen Sie dabei die Masse des Unterschenkels.

Aufgabe 5
1. Geben Sie den Massentragheitstensor eines starren Einheitswiirfels der Masse m
mit homogener Massenverteilung an, dessen eine Ecke im Ursprung des kartesischen
Koordinatensystems liegt.

2. Geben Sie die Hauptachsen des Wiirfels an, und berechnen Sie die kinetische Ener-
gie der Rotation des Witirfels mit der Winkelgeschwindigkeit w um jede seiner
Hauptachsen.
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Aufgabe 5 Aufgabe 6

(0,0,0

Aufgabe 6

Zwel Klotze gleicher Masse m, die mittels Schanieren durch eine starre Stange der Lange
1 m verbunden sind, bewegen sich reibungsfrei entlang eines vorgegebenen Weges (vgl.
Zeichnung). Die Erdanziehung wirkt in Richtung der negativen y-Achse. Zum Zeitpunkt
t = 0 sei die Geschwindigkeit der Blocke = 0.

1. Geben Sie die kinetische und potentielle Energie (7' und V') als Funktionen von «
an.

2. Leiten Sie fur die Lagrangefunktion . = T'— V mit Hilfe der Lagrangegleichung

eine DGL der Form &(t) = F(a(t)) her.

Aufgabe 7

Uberpriifen Sie die Gleichungen (B.1) bis (B.7) in der Arbeit: “Dynamic Models for
Sideways Falls From Standing Height” von Kroonenberg, Hayes, and McMahon; J. Bio-
mechanical Engineering, Vol. 117, 1995 S. 309 - 318.

Bemerkung: Entgegen der Definition von « auf Seite 312, linke Spalte, Zeile -6, ist «
der Winkel zwischen dem Rumpf (“Trunk”) und der yz—Ebene.

Aufgabe 8

Gemeinsame Aufgabe, die am Montag, 27.11.95 abgeschlossen sein sollte:
Uberpriifen Sie die Ergebnisse in der ersten Zeile in Tafel 3 (3A: no springs) in der Arbeit
von Kroonenberg, Hayes, and McMahon.

Aufgabe 9
Das linke Ventrikel eines Hundeherzens (siehe Bild auf der Riickseite) wird durch Ellip-



soiden approximiert:

;1 = C'sinh(¢)sin(0)cos(¢)
o = C'sinh(¢)sin(0)sin(¢)
r3 = (' cosh(&)cos(0)

mit

C = 43,0mm

¢ = 0,37 (innere Wand = Endocardium)
¢ = 0,68 (auBere Wand = Epicardium),
0<¢ < 2m,
h
arccos {Ccosh(f)} <6<,
h = 24,8mm.

Berechnen Sie:
1. Das Volumen der Herzwand,
2. den Schwerpunkt der Herzwand und

3. die Haupttragheitsmomente /Iy, I, und /3 der Herzwand bzgl. des Ursprungs O =
(0,0,0). (Dichte p :=1).

Aufgabe 10

Die Korperoberflache A eines Hundes ist im allgemeinen nicht leicht zu bestimmen. Man
versucht daher einen Ansatz, A in Relation zu einfacher zu messenden Grofien, wie zum
Beispiel Korperlange L und Volumen V, zu setzen:

A= KL} A=KV

Leider ist dieser Ansatz nur fir “mittlere” Hunde sinnvoll; flir besonders dicke Hunde
wird etwa die erste Formel eine zu kleine Flache liefern. Man versucht daher, beide
Formeln mittels

A=K LY(V'3, (1)
- wobel K, a und b noch zu bestimmen sind - miteinander zu kombinieren.
1. Bestimmen Sie b in Abhangigkeit von « derart, daf3 (1) dimensional korrekt ist.

2. Bestimmen Sie ein vollstandiges System {7y, 7} dimensionsloser Groflen derart,
daB sich (1) in der Form m; = K'x§ schreiben laft.
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3. Messungen an sieben Hunden ergaben die folgenden Werte:

Hund Nr. 1 2 3 4 5 6 7
L(cnz) 74 98 103 b1 100 62 76
chnﬁ) 5450 | 17250 | 32640 | 3390 | 25930 | 5350 | 10150
/4@nn2) 3815 | 8104 | 10763 | 2320 | 9106 | 3284 | 5070

Bestimmen Sie daraus mit der Methode der kleinsten Quadrate K und «.

Aufgabe 11

Gesucht wird eine einfache Formel fiir die Bewegung von Festlandbewohnern in Abhangig-
keit von den Groflen / (Beinlange), s (Spurlange = Abstand zwischen aufeinanderfolgen-
den FuBabdriicken), u (horizontale Geschwindigkeit) und ¢ (Erdbeschleunigung).

1. Zeigen Sie, daB3 m; = s/l und 7, = u?/gl unabhéngige dimensionslose Grofien sind.

2. Ahnlich wie in Aufgabe 10 wurde aus Mefwerten diverser Tierarten eine Abhing-
keit 7; = K7§ mit K = 2.3, a = 0.3, ermittelt. Bestimmen Sie daraus die Ge-
schwindigkeiten eines Dinosauriers mit Beinlange 3m und Spurlange 2, 5m.

Aufgabe 12
Es soll das Pi-Theorem in mehreren Schritten bewiesen werden:
Es seien u, Wy, ..., W, Variablen, die einer dimensional korrekten Gleichung
u= f(Wi,... , W,) (2)
genugen, Lq,..., L, Basisgrofen. Die Dimensionen der Variablen lassen sich als Produk-

te von Potenzen der Basisgrofien darstellen:
[w] = L& Lo W= LM ... L i=1...n

Eine Variable 7 ist also dimensionslos, wenn [Z] = 1. Weiter sei B = B(Wq,... ,\W,) =
(bj;) e R™"™,  a=a(u) = (a;) € R™ Die Aussage des Theorems lautet:

1. (2) ist transformierbar auf eine Gleichung der Form
T =g(71,...,7k)

mit dimensionslosen Groflen #, 74, ..., 7. Diese lassen sich darstellen durch & + 1
Vektoren y, 21, ..., 2 ¢ R" mittels

() Q) )
r:qu’l---Wg", m:Wf’l Wi =100k

wobei die () linear unabhéngig sind. Insbesondere gilt alsou = W, ¥ .. W ¥ g(ry, . ..
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2. Genauer gilt: k = n — rang(B), B2) =0, i = 1...k, By = —a. Umgekehrt 158t
sich aus jeder Basis {z(),...,2(®} von Kern(B) und jedem y mit By = —a ein
unabhangiges System dimensionsloser Groflen wie in 1. konstruieren.

Gehen Sie zum Beweis wie folgt vor:

1. BEssei e € R,

u, W>=e"W,,

K3

dann ist (2) aquivalent zu

w = (W, W),

2. Folgern Sie, daf3 ohne Einschrankung b6,; # 0 gilt.

3. Zeigen Sie mit Hilfe von 1., daf3 die skalierten Variablen
= uW, M W = Wi = e, W, = W,

einer Gleichung der Form

u=f(Wy,...,W,_1) geniigen
und dimensionslos bezliglich 7; sind.
4. Folgern Sie durch wiederholte Anwendung von 1. - 3. den ersten Teil der Aussage.

5. Zeigen Sie schliefllich den zweiten Teil.

Aufgabe 13

Margaria (1975) benutzt folgendes hydraulisches Modell zur Beschreibung des Energie-
haushaltes im menschlichen Korper bei sportlicher Betatigung: Drei Behalter O (Sauer-
stoff), P (Phosphagen) und L (Laktat) sind miteinander durch Rohre (R, R,, R3) ver-
bunden. Ein Hahn reguliert die Geschwindigkeit der Energiezufuhr entsprechend des
Bedarfs. Die Kapazitat von O wird als unendlich angenommen.

Zu Beginn der Ubung (der Hahn ist noch geschlossen) sind alle Behilter bis zum obe-
ren Rand gefiillt. Bei einer leichten Ubung (Hahn ist halb geoffnet) fallt der Pegel in
P; dadurch wird ein Sauerstoffzufilufl durch R; verursacht. Ist die Energierate nicht zu
hoch, bleibt der Pegel schlieflich konstant, und die Ubung konnte theoretisch unbegrenst
fortgefithrt werden. Wird die Ubung nun beendet (Hahn wird geschlossen), fiillt sich P
durch R; wieder auf.



Bei einer sehr anstrengenden Ubung (Hahn ist ganz gedffnet) fallt der Pegel in P unter-
halb des Pegels in L, und der Flufl durch R; ist nun maximal. Laktatbildung durch R,
entsprechend des Pegelunterschieds h — 1 — ¢ setzt ein. Wird die Ubung fortgesetzt, ist P
bald leer; der Sportler ist erschépft. Bei Aussetzung der Ubung wird P wieder aufgefiillt,
durch R; bei zunachst maximaler Flufirate, und durch R, bis h — 1 — ¢ = 0. Dann wird
P nur durch R; aufgefullt und L sehr langsam durch K.

Morton (1985) beschreibt das Modell durch gewohnliche Differentialgleichung fiir den
Fall) daf3 der Pegel in P sich schon unterhalb R; befindet.

Zunachst 1st die Energierate proportional zur Summe der Fliisse aus den drei Behaltern:
BM = Vo + Ve + V1
wobei M = Energierate (Nm/sec), V = Volumen (m?), V = Anderungsrate von V (m?/sec),
3 = Konversionsfaktor zwischen M und V(m?/N), Vo = Vo mar = konstant. Weiter gilt:
. dh : dl
VP =Ap—, VL =Ar—
P P VL L
wobei Ap, A, die Schnittflichen der Behalter sind. AuBerdem ist V;, proportional zur
Differenz der Pegel in P und L:
Vi, = Mp(h—1—1),

M, eine Konstante, welche die maximale Rate der Laktatproduktion beschreibt.

1. Leiten Sie zunachst folgende Differentialgleichungen fiir ¢/ und A her:
dh  Apd*dl
dt — N dt2 o dt’

ﬂ L Mp(Ap + Ap)dt Mp(BM —Vp)
dt? ApAjp dt ApAjp

=0

2. Es soll versucht werden, die Sauerstoffverbrauchsrate in Abhangigkeit von der Zeit
eines 70 kg schweren Sportlers zu bestimmen, der zunachst fiir eine Dauer von 95
sec mit einer konstanten Rate M von 2VO mar Delastet wird und sich anschlieflend
fur 80 sec erholt.

Margaria gibt fiir diesen Fall die folgenden Parameter an:

Vo maw = 46.67ml/s
Ap 823.2 em?,  Ar = 3780.0 cm?
My, = 95.67ml/s






Aufgabe 14

Es sei durch {(«;,¢;)} mit @; = ih,¢ € Z,t; = jk,j € N ein Raum-Zeit-Gitter gegeben,
g € C°R),q; := g(x;). pfj bezeichne die Wahrscheinlichkeit, daf3 ein Partikel, welches
sich zum Zeitpunkt ¢g = 0 be1 z, befindet, nach j Zeitschritten bei x; ankommt, wobei in

jedem Zeitschritt Bewegungen des Partikels um eine Ortseinheit nach links oder rechts
dieselbe Wahrscheinlichkeit 1 haben. Sei nun

hij =Y pligr.
e
Zeigen Sie, daf3 obige Summe endlich ist, und dafl £, ; die Losung des klassischen explizi-
ten Differenzenschemas fiir die Warmeleitungsgleichung mit A = k/h* = £ und hio = ¢
ist.
Aufgabe 15
Betrachten Sie das RWP

Au=0 auf Q, u=g auf I' =0Q

fiir das Einheitsquadrat © = (0, 1)%. Wie iiblich wird Q durch ein Gitter , diskretisiert,
die Randpunkte werden mit I'), C Q) bezeichnet. Eine numerische Losung u; kann auf
eine sehr einfache (wenn auch langsame) Art folgendermafen bestimmt werden: Eine
Zufallsgrofe F' : Q,\I'), — Q) ordne einem gegebenen inneren Gitterpunkt P = (¢, )
einen seiner Nachbarpunkte (¢ —1, ), (¢ +1,7),(¢,7 —1),(¢,7 +1) “zufallig” zu, die Wahr-
scheinlichkeit soll jeweils bei 1/4 liegen. Auf diese Weise kann man jedem P € ), einen
Randpunkt ) € I';, zuordnen:
function Q(P € Q;){
while (P ¢ T',) P := F(P);
return (P);
1
Es wird also ein “zufalliger” Weg von P zum Rand I';, gewahlt und der dortige Randpunkt
() zurlickgegeben. Sei nun zu P € Q, und @ € I’y p(P, Q) die Wahrscheinlichkeit,
daB der Weg von P zum Rand gerade nach @ fiihrt. Es gilt: 0 < p(P,Q) < 1 und
> oer, P(P Q) = 1. w,(P) wird nun definiert als

u(P) ==Y p(P,Q)9(Q) .

Qer'y

1. Zeigen Sie, daB u), die Funfpunkteformel erfiillt.

2. Flir n > 0 sel



Benutzen Sie die Konvergenz v\ (P) "=% u,,(P), um das RWP mit u(z, y) = 2% — >
numerisch fiir N = 10,h = 1/(N + 1), zu 1osen. Bestimmen Sie die asymptotische
Fehlerkonstante und die Konvergenzordnung des Verfahrens.

Aufgabe 16
Transformieren Sie die Navier-Stokes-Gleichungen (NSG)
Ju
P E+<uvvxu> — plAyu+ Vap = f,

div,u = 0,

mittels der Skalierungen v = U4, p = P.p,x = L7t = T,t, f = F.f,U, = L./T,,F, =
pU./T., P, = U?p, auf ein System dimensionsloser Gleichungen
Ju

=t (U, V) — vAzu + Vp = |,

lefﬂ = 07

mit v~ = £L,U.. Dabei ist v € R® der Ortsvektor, ¢ € R die Zeit, u = u(z,t) € R® der
Geschwindigkeitsvektor, p = p(x,?) € R der Druck, p € R die Dichte, f € R® die duflere
Kraft pro Volumeneinheit. L, und 7, sind Referenz-Lange und Zeit, die ublicherweise
entsprechend dem Problem festgelegt werden.

Aufgabe 17
1. Vereinfachen Sie die NSG

g—?%—(u,vw—l/Au—l—Vp:O

fur den Fall, dafl nur die erste Komponente von u nicht verschwindet und diese
auflerdem nur von z; und x3; abhangt.

2. Schreiben Sie die vereinfachte NSG in Zylinderkoordination x; = @y, 22 = rcosp, a3 =
rsin . Berechnen Sie damit die FluBgeschwindigkeit in einem zylindrischen Rohr
unter der Annahme, dafl diese am Rand verschwindet und nur von r abhangt.

X2

X3

Abbildung 3: Aufgabe 17.
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Aufgabe 18

Blutgefale konnten wie in Abb. 4 verzweigen. Die einzelnen Teile Lo, L1, [, selen Zy-
linder mit Radien ag = 1,a; = ay. Die Verzweigung sei symmetrisch mit einem Winkel
f. Die Endpunkte A, B, D seien fixiert. Leiten Sie ahnlich wie in der Vorlesung «a; in
Abhangigkeit von # mit der Mafigabe her, dafl die Oberflache der Blutgefafle minimal
sein soll.

C
0
0 i
0
\4
D

Abbildung 4: Aufgabe 18.

Aufgabe 19
Betrachten Sie Aufgabe 17 flir den nichtstationaren Fall, d. h. die nichtverschwindende
erste Komponente von v hangt aufler von =, und x3 noch von ¢ ab.

1. Vereinfachen Sie die Navier-Stokes-Gleichung fiir diesen Fall.

2. Sei R der Radius des Rohres y = r/R,a® = R*n/v. Machen Sie den Ansatz
__:Aeint7 u:veint7 AE(C,

und folgern Sie, dafl v der Differentialgleichung
v ldv ., AR?

+ —— —w'v = —

dy? " ydy v

(3)
gentigh. (Zur Vereinfachung der Notation wurde #; durch = und u; durch u ersetzt.)
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3. Bestimmen Sie ¢ € C derart, dal durch die Skalierung y = cz die zu (3) gehorende
homogene Differentialgleichung in die Bessel-Differentialgleichung

transformierbar ist.

4. Plotten Sie die Fundamental-Losungen der Bessel-DGL (siehe z. B. Walter, “Gewohn-
liche Differentialgleichungen”). Konstruieren Sie mit diesen Losungen die Losung
von (3) zu den entsprechenden Randbedingungen.

5. Plotten Sie mit den bisherigen Ergebnissen und Informationen eine (nichttriviale)
reelle Losung der nichtstationaren Navier-Stokes-Gleichung. (Hierzu wird Mathe-
matica empfohlen.)

Aufgabe 20

Ein vertikaler, elastischer Stab der Lange I (siche Abb. a) ist an seinem unteren Ende
fixiert. Er erfahrt von oben eine vertikale Kraft F'. Ab einer gewissen Kraft /| findet plotz-
lich eine Biegung des Stabes statt, wobei die vertikale Auslenkung Ax vernachlassigbar
klein ist. (s. Abb. b)

Es sel w die horizontale Auslenkung des gebogenen Stabes.

1. Benutzen Sie die Beziehung

d?w

wobel (' eine geeignet dimensionierte Elastizitatskonstante ist, zur Berechnung von
Fo. (Setzen Sie dabei zur Vereinfachung der Rechnung €' = 1.)

2. Berechnen Sie Fj fir den Fall, dafl der Stab zusatzlich in seinem Schwerpunkt fixiert
wird. (siehe Abb. c)

Aufgabe 21
Die Deformation eines Zylinders mit Umfang 27, auf den ein gleichmafiger aulerer Druck
p wirkt, wurde durch eine DGL

1
k”—|—§k3—ck—p:O (4)
beschrieben. k(s) ist die Kriimmung der Aufenhaut, 0 < s < 27 und ¢ eine Konstante.

1. Gesucht werden Losungen k(s) der Periode 27/n,n = 1,2,..., mit
k(s) = k(2r/n — s, 0 < s < 27/n. Leiten Sie daraus sinnvolle Randbedingungen
fiir (4) auf dem Intervall [0, 7 /n] her.
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AX

@ (b) (©

2. Machen Sie den Ansatz £ = 1 + u, ||u|| < 1, und leiten Sie eine neue DGL fir u
her. Berechnen Sie flir den Fall n = 2 naherungsweise Losungen von (4) gemaf
Teil 1., indem Sie in der DGL fiir v die Terme der Ordnungen O(u?) und O(u?®)
vernachlassigen. Geben Sie fiir diese Naherungslosungen auch p an.

Aufgabe 22
Es seien {z°} und {X“} zylindrische Koordinatensysteme des R, also
o= 7 2 = 0, P = =z

X' = R X? = ©, X = Z

Y

Betrachten Sie fiir B = R? eine gleichformige Drehung im entgegengesetzten Uhrzeiger-
sinn um die Z-Achse

o1 (R,©,2) =R, ¢}(R,0,72)=0+2rt, ¢(R,0,7)=7,
mit ¢f = 2% o ¢,. Berechnen Sie V*, v?, A und af.

Aufgabe 23
Die Bezeichnungen seien wie in Aufgabe 22. Gegeben sei weiter ein kartesisches Koordi-
natensystem {z°} durch

7t =a2tcosax?, T =alsinz?, T =2d

Berechnen Sie V,, 7%, A, und @ durch die Koordinatentransformations-Formeln aus der
Vorlesung und durch direktes Differenzieren von ¢,. Vergleichen Sie die Ergebnisse.
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Aufgabe 24
Es seien v € C! und w € C° Vektorfelder des R3. Die kovariante Ableitung von v ldngs
w 1st definiert als

Vo(z) = Do(z) - w(x).
Zeigen Sie: In einem Koordinatensystem {2%} gilt

ov®
oxb

(v, sind die Christoffelsymbole von {«*})

(Vo) = w’ + A wbvl.
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